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Povrchy a objemy téles

Hranol a jehlan

Regené priklady:
1. Cheopsova pyramida ma tvar pravidelného ¢tyrbokého jehlanu o zakladné 230 metrd.
Uhel sklonu stén ¢ (odchylka roviny boéni stény a podstavy) je roven 51°50".

a.
b.
c.

Kolik kamennych kvadrd o objemu 1,1 m3 bylo potfeba na jeji stavbu?

Kolik kamennych desek o plo$e 0,5 m? by bylo potfeba na jeji vnéjsi obloZeni?
Kolik tun vazi kamen (Zula), ze kterého je vyrobena (hustota Zuly
je 2900kg/m?3)?

d. Jak vysoka by byla zed tlustad 60 cm vystavéna ze zdiva této pyramidy kolem Ceské
republiky, je-li délka hranice 2303 km?
Obr. 1
Redeni:

a.

Abychom mohli uréit pocet kamennych kvadri o objemu 1,1 m3 potfebnych na
stavbu této pyramidy, musime urcit jeji objem. Pro vypocet objemu budeme
nejprve muset vypocitat vysku pyramidy.

Z pravouhlého trojuhelniku VSS1 (obr. 1) ziskdme rovnici:

\"
tgfozg
2
= 2t9e _ 230-g 51°50°
2 2
v=144,6m)
v=ls w=laz.yologe 20195150
3 P 3 3

V =~ 2549336 m?®
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Pocet kvadrl vypocitame tak, Ze objem celé pyramidy V vydélime objemem
jednoho kvadru Vi:

Vv
n=—

Vl
n = 2317579

Na stavbu Cheopsovy pyramidy bylo tfeba 2317579 kamennych kvadru.

b. Pro zjisténi, kolik kamennych desek o plose 0,5 m? by bylo potfeba na jeji vné;si

C.

obloZeni, musime vypocitat povrch bocnich stén pyramidy.
Nejprve muset vypocitat vysku trojuhelniku tvoficiho stény jehlanu. Z pravouhlého
trojuhelniku VSS; (viz obr. 1) ziskdme rovnici:

(3
v, = Vi +| =
2

v, =184,7m

Povrch pyramidy, ktery by se pokryval oblezenim, je roven ¢tyifnasobku povrchu

stény:

a-v,
2

S, = 84977 9 m?

SS:4' :2.a.vl

Pocet kamennych desek zjistime, kdyZz vydélime povrch celé pyramidy povrchem
jedné kamenné desky:

SS

S,

ny =169956

ng =

Na obloZeni Cheopsovy pyramidy bylo tfeba 169956 kamennych desek.

Hmotnost kamene, z néhoz je vyrobena Cheopsova pyramida, zjistime z rovnice:
m=V.p
m = 7393074091 kg

Kamen, ze kterého je vyrobena Cheopsova pyramida, vazi priblizné 7393074 tun.

Jak vysoka by byla zed tlusta 60 cm vystavénd ze zdiva této pyramidy kolem Ceské
republiky, je-li délka hranice 2303 km?

Tato otazka lze preformulovat: Jak vysoky by byl kvadr o objemu Cheopsovy
pyramidy o rozmérech podstavy 2303000 m a 0,6 m?

2
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V., =a-b-c
V2549336
“a-b 2303000 -0,6

c=184m

Zed o $ifce 60 cm vystavéna ze zdiva Cheopsovy pyramidy kolem Ceské republiky
by dosahovala vysky pfiblizné 1,84 m.
2. Urci povrch a objem kolmého pravidelného Sestibokého hranolu ABCDEFA1B1C1D1E1F1 se
stranou a =|AB| =6¢cm a télesovou GhlopFitkou u =|FC,|=15cm

E, D

1

Obr. 2

Redeni:

Podstava se sklada ze Sesti rovnostrannych trojuhelnik( (obr. 3) o obsahu:

a-v
S, =—-=
)
v = az_(gT:\@ a
@ 2 2



Obr. 3

Obsah podstavy se se tedy vypocita:

. . . . 2
Sp:G-a va:6_a J3 a:3\/§ a
2 4 2
2
sp=3‘/§26 =543
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P1ast se sklada se Sesti stejnych obdélnik(l. Zatim nezname vysku hranolu, ale

vypocitame ji pravouhlého trojuhelniku FCC; (viz obr. 2).

v=+u?—(2a)’ =u? -4a?
S, =6av=6avu’—4a’
S, =6-6-115? —4.36 =324

Povrch pravidelného Sestibokého jehlanu tedy vypocitame:

2
$=25, +sp,=2-3*/§ 2 +6au’ —4a’ =1084/3 +361157 —127 =108/3 +324

2
S =~ 511,06 cm?

Objem hranolu vypocitame:

2
V=S§, -v:‘q’*/§ 2 Ju?-4a® =544/3.9- 4863

2
V =841,78 cm®
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3. Kolikrat se zvétsi objem a povrch krychle, pokud se jeji hrana zvétsi trikrat?
Reseni:

Objem plivodni krychle oznadime Vo, objem zvétSené krychle pak Vi:

Vv, =a’

V, =(3a)° =27a°
3

Vi _21a oy

vV, a

Objem se zvétsi 27krat.

Povrch puvodni krychle oznacime So, Povrch zvétsené krychle pak Si:

S, =6a’

S, =6(3a)’ =6-9a* =54a°
2

S, 6a

Povrch se zvétsi 9krat.

4. Vypocitejte objem pravidelného ¢tyrbokého komolého jehlanu, je-li délka hrany dolni

podstavy a1 = 6 cm, délka hrany horni podstavy a> = 2 cm a délka boc¢ni hrany komolého
jehlanu je s =-3cm.

Obr. 4

Oznacime-li S1 - obsah dolni podstavy a S; - obsah horni podstavy, objem komolého kuzele se
vypocita podle vzorce:



\Y

Sy
S,
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:%-(sl+sz+,/sl-sz)-v
—a’-6=36
ar-2 -4

Vysku komolého jehlanu zjistime z rovnoramenného lichobéZzniku DBFH, jehoz zakladny maji
délku uhlopficek obou podstav.

V trojuhelniku PBF zname délku s = 3cm a d je polovina rozdilu Uhlopfi¢ek podstav:

d:

=Vs?-d?=49-8=1
v =%-(sl+s2 +,/Sl-SZ)-V=%(36+4+\/36-4)-1:

\Y

ul—u2:(6—2)\/§:2\/§ s=3cm
2 2

I a0+ 1aa)=2 —17,3
3 3

V =17,3cm®

Objem komolého jehlanu je pfiblizné 17,3 cm3.

Priklady k procvi¢ovani:

1.

Pravidelny Sestiboky jehlan ma podstavnou hranu délky a=+/3cm a pro odchylku «o
podstavné a boc¢ni hrany plati, Zze a tgar = 2. Urcete objem jehlanu.
[V =2,25 cm?]

. Vypoditejte povrch krychle, je-li délka jeji télesové uhlopricky 21 cm.

[S = 882 cm?]

. Kvadr ma objem 7,5 dm3. Jeho rozméry jsou v poméru 3:4:5. Vypocitejte jeho povrch a

télesovou Uhlopficku.
[S=2350cm2, u=35,4cm]

. Pravidelny Sestiboky hranol ma télesové uhlopfticky ul = 15 cm, u2 = 17 cm. Vypocitejte

délku jeho podstavné hrany, vysku, povrch a objem.
[@a=8cm,v=5,75cm, S =608,5cm2, V=955,2 cm3]

. Pravidelny komoly ¢tyfboky jehlan ma podstavné hrany délek 6 cm a 4 cm. Bocni sténa

svira s rovinou podstavy uhel 60°. Vypocitejte objem a povrch komolého jehlanu.

[V =§J§ cm?, S =92 cm?]

. Je ddna krychle A-H o hrané délky a = 3 cm. Uréete povrch a objem télesa ACH F a o jaké

téleso se jedna.
[S=31,2cm? V=9 cm, pravidelny ¢tyfstén]
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Valec a kuzel

Regené priklady:

1. Komoly rotacni kuzel ma poloméry podstav a vysku v poméru 3 : 11 : 15 a povrch
S =368 cm?. Vypocitejte jeho objem.

Redeni:

Diky zndmému poméru polomér( a vysky mlzZeme zapsat:

r, =3X
r, =11x
v =15x

Dale vime, ze S =1472 7 cm?.

Povrch rotacniho komolého kuzele se vypocdita:

S =xlr?+r7 +(r,+r,)-s]

Abychom ze vzorce ziskali rovnici o jedné nezndmé x, musime si jesté vyjadrit s:

Z pravouhlého trojuhelniku PAB, kde |AB|=s, |PA|=ri-r» mlZeme pomoci Pythagorovy véty
vyjadfit:

s=J(r -1, +v? =11 —3x) +(15x)* =/64x" +225x =/289x? =17x

Nyni uz miZeme dosadit do vzorce pro obsah rota¢niho komolého kuzele za s=17x;
r,=3x;r, =11x; v=15x:

S = a[r2 + 12 + (1, +1,) - 5] = 7]9x? +121x° + (3x +11x)-17x] = - 368X’

Ze zadani zname povrch komolého kuzZele. Dostaneme tedy rovnici:

-368x% =1472
X2 =4
X=12
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ProtoZe pro X, by po dosazeni vysli zaporné délky usecek, reSenim je pouze X=2.

Dosadime tedy X =2 a vypocitame poloméry a vysku:

r,=3x=6
r,=11x=22
v=15x=30

Nyni mGzZeme spocitat objem komolého kuZelu:

Y, =%V(Vf +rr, +r§)=”'T‘°’O(62 +6-22+22%)=107 652 = 6520 7

V = 2048318 cm?

2. Nalevka ma tvar rovnostranného kuzZele. Vypocitejte obsah plochy smacené vodou
v pfipadé, Ze do ndlevky nalijete 3 litry vody.
Reden:

\Y

Obr. 2

Trojuhelnik AABYV = AA,B,V (uu), ¢ast nalevky naplnéna vodou je tedy opét rovnostranny
kuzel (viz obr 2).

Vime, ze |A282| =r

|AV|=2r

Z pravouhlého trojuhelniku AA,S,V pomoci Pythagorovy véty vypocitdme vysku kuzelu

IS,V|=v=+(2rf -r*=3r
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Nyni si vyjadfime objem kuZele a nasledné dosadime za V=3lI:

73t
3

V=laryotar oo
3 3

3

z3re

3
3
7z\/§r3=9
r?= 9
73
LT
Vs
J21
r=3

Obsah plochy smacené vodou vypocitdme pomoci vzorce pro obsah plasté rotacniho kuzele:

2
2 1
S, =ars=ar2r=2a" =273 V21 =27z31/£:27zi:67z1 3—67° =637
7 = Uz

S, =637 dm’
Obsah plochy ndlevky smocené vodou o objemu 3 litry je 63/7 dm?.

3. Jaky primér ma 100 m dlouhy médény drat, je-li jeho hmotnost 40 kg a hustota médi je
8900 kg/m3?
Reseni:

Obr. 3

Nejprve budeme muset urcit objem dratu a poté vyjadiime primér ze vzorce pro objem
valce.



Objem valce vypocitdme ze vztahu:

v=1"
Yol
_0 2
8900 442
V=t
442

Pro objem valce plati:

2
Vv ZﬂfZVZﬂ(gj i
2

2

V=rx—V
4
32N
v

a= |V
w
2

4'445_\/ 8 1 _\/
7100 V445 1007 V111
d = 0,007565 m

d = 7,565 mm

Médény drat ma prameér pfiblizné 7,565 mm.
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4. Déti si maji vyrobit kornouty na sladkosti. Kornout ma mit tvar kuzele o vySce 40 cm a
praméru 20 cm. Jaky jakou plochu a jaky tvar bude mit papir, ktery si déti na kornout
vysttihnou (nebereme v Uvahu prekryti —slepi jej izolepou). Jaky bude mit kornout objem?

Obr. 4

10
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Reeni:

KuZel nebude mit podstavu (kornout nebude uzavieny), budeme tedy pocitat pouze plochu
plasté:

S, =ars
Stranu kuzele vypocitame pomoci Pythagorovy véty z pravouhlého trojuhelniku AS (pfitom

v:40cm,r:%:10cm):
s?=r?+v?
s=+/r? +v2 =102 + 402 = /1700 =1017

S, = ars = arl0V17 = 710017
S, =1295cm’

Papir, ktery si na kornout déti vystfihnou, bude mit tvar kruhové vysece s polomérem s a
stfedovym uhlem a (viz obr. 5).

Vime, ze s =10+/17 cm.

Oznatme O, - obvod kruZnice, O, - obvod vysece.

Plati, Ze:
Oy =275
O, =2

Velikost Uhlu a vypocitame z pfimé uméry:

O _a
O, 360
=360 2
OK
o =360 27
275

,_360r 36010 360 _360v17

s 10417 W7 17
o =87°19°

Objem kornoutu vypocitdme ze vzorce pro objem kuzele:

1 4000 7

Vv =—7z'r2v=l7z102 40 =
3 3

V =~ 4188,79cm?®

11
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Papir, ktery déti na kornout vystfihnou, bude mit plochu 1295 cm? a tvar kruhové vysece s
polomérem s=10~/17 cm a stfedovym Ghlem & =87°19". Jeho objem bude 4188,79 cm?.

Priklady k procvicovani:
1. Objem kuzZele je V :9\/§7zdm3, odchylka strany kuzele od roviny podstavy je a =60°.
Urcéete obsah plasté tohoto kuzele.
[S=187dm?]
2. Vypocitejte polomér podstavy a objem rotacniho kuzele, jestlize rozvinuty plast je kruhova
vyseC s polomérem 3 cm a stfedovym uhlem 120°.

[r=1cm,V =§ﬁ\/§cm3]

3. Komin tvaru dutého komolého rotacniho kuzele ma vysku 32 m, dolni priiméry 3,2 m
a2 m, horni priméry 1,7 m a 1,2 m. Jaka je jeho celkova hmotnost, jestlize hustota zdiva
je 1600kg/m3?

[m=143,8201]

4. Komoly rotacni kuZzel ma podstavy o polomérech I, =8cm, r, =4cm a vysku v=>5cm.
Jaky je objem kuZele, z néhoz komoly kuzel vznikl?

5. Urcete rozméry valcové nadoby o objemu 5 litr(, jestlize vySka nadoby se rovna poloviné

[v= =3‘/Edm]
T

6. Rotacni valec ma povrch S =207dm?, Ghlopficka jeho osového fezu ma délku u =5dm.

praméru jeji podstavy.

Urcete jeho objem V.
[V, =127dm®,V, =557 dm?]

Komoly jehlan a kuzel

Regené priklady

1. Vypoctéte povrch a objem pravidelného ¢tyfbokého komolého jehlanu, je-li hrana dolni podstavy
18 cm a hrana horni podstavy 9cm. Sténova vyska je 9 cm.

Reseni: 92 _75em
S :
18+15
s=4. 9+18% +15% =1143cm’
Pro vypocet objemu urcime z fezu vysku télesa . Y
x=9-75=15
X

v=+h>—-x> =83875 a

- = Qcm

Dosazenim do vzorce pro objem V =2422,6cm?

12
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2. Vypoctéte objem a povrch komolého rotacniho kuzele, jsou-li poloméry podstav r1=8 cm,

r, =5 cm a odchylka strany kuzele od podstavy je o = 60°.

Redeni: X=ri-r;=3cm, v=3.tgb0° = 3\/§

3 3
cosa =—...8 = 5 =6cm

) cos 60

] 5
V:%&M+%+%F”§Eu%ﬂmmw
S = (64 + 25 +13.6) = 7.167 = 524,65cm’
=01

Priklady k procvi¢ovani:
1. Vypoctéte povrch komolého rotaéniho kuZele, je-li jeho objem V = 516 cm?® a poloméry podstav
ri=9,4cm, ry=4,2 cm.
(S=598 cm?)

2. Poloméry podstav komolého rota¢niho kuZele jsou ri= 8 cm, r,=5dcm, jeho objem je V= 1721 cm?.

Urcete jeho povrch.
(S=438,8 cm?)

3. Poloméry podstav komolého rotacniho kuzele jsou ri1=7 cm, r,=3 cm , jeho povrch je je S=108 &t
cm?. Urlete jeho objem,
(V=248,2cm?3)

4. Povrch komolého rotaéniho kuzele je S = 7694 cm?, praméry podstav jsou 56 cm a 42 cm.
Urcete vysku kuZele.
(v=24cm)
Koule a jeji ¢asti
Regené priklady:
1. Zedvou koulio polomérechr; =4 cmar, =5 cm je ulita nova koule. Urcete jeji povrch.
Priklad reste nejprve obecné.

Reseni:
Abychom mohli vypocitat povrch nové koule (podle vzorce S = 4ar?), musime zjistit jeji

polomér.

Objem nové koule je roven souctu objemU pavodnich kouli (pro plvodni koule pouZijeme
indexy 1, 2 a pro novou kouli pak index 3):

V, =V, +V,

b=t

%nrs?’ =— n(rf + rf)
r=r’+r)

13
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— 3/y3 3
L=3n+n

Nyni polomér nové koule dosadime do vzorce pro obsah koule.
S, = 4ar}

S, = 47r(§/r13 +r )z

Vyresili jsme tedy priklad obecné a poslednim krokem bude dosadit do feSenizar; =4 cma
rn, =5cm:

S, = 47r(§/r13 +r )2 =S, = 472'(3\/43 +5° )Z = 47%/1892
S, = 413,86cm?

Povrch nové koule ulité z pavodnich dvou kouli je 413,86 cm?.

2. Jakou ¢ast zemského povrchu je vidét z vysky 400 km nad Zem:i?
Reseni:
Viditelna ¢ast Zemé tvofi kulovy vrchlik (obr. 1).
Abychom mohli vypocitat jeho povrch (S =22V ), musime urcit jeho vysku. Tu uréime diky
podobnosti trojuhelnikd ASXT, = AST,P (uu).

|ST,| _ISX|
|SP| ~ [ST,|

Obr. 1

Z obrazku vidime, Ze plati:

|SP|=r+h
|SX |=r—v
|ST, |=r

14



Dosadime do vyse uvedené rovnice a vyjadfime v:

r r—v
r+h r /-f
r2
=r—v
r+h
r.2
v=r—
r+h
_ri+rh-r?
r+h
rh
V=——r
r+h

Nyni mGzeme v dosadit do rovnice pro povrch:

2
S—2av=2a M _27°h
r+h r+h
_ 27-6378%-400
6378 + 400

(S ~15083680 ,51km?)
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Nyni vime, jaka plocha Zemé je vidét z vysky 400 metr( nad Zemi. Abychom urcili, jaka ¢ast

Zemeé to je, musime jesté urcit celkovou plochu Zemé (oznacime ji Sz):

S, =4’
(S, =47 -6378*km* = 511185932 ,5km?)

Kolik procent (p) zemského povrchu je vidét vypocitdme pomoci pfimé uméry:

2ar°h
p=>1000%= T+ 1009
S, 4ar®  2(r+h)

p=295%

Z vysky 400 km nad Zemi vidime pf¥iblizné 2,95 % zemského povrchu.

15
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3. Kolik procent zemského povrchu lezi v oblasti tropického pasma (obratnik ¢ = 23°27°).

Redeni:

Obr. 2

Oznacime si povrch zemé lezici v tropickém pasmu jako St a ten se vypocita jako
dvojndsobek povrchu kulové vrstvy Si.

S; =2§,
S, =2mv

Bude tfeba jesté zjistit vySku kulové vrstvy v, a to z pravouhlého trojuhelniku SAP (obr. 2):

sin g =

=S os <

v=r-sing
Nyni mdZeme vyjadfit S; :

S, =2S,=2-2V="4xr-r-sin g =4’ -sin g

S, =4nr?
,
p =21 1009 = SN 10004 sin -100%
S, 4nr
p = sin 23°277-100 %
p=39,79 %

V oblasti tropického pasma lezi pfiblizné 39,79 % zemského povrchu.

16
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4. Objem kulové vysele je V = 72w cm3. Stiedovy Uhel jejiho osového Fezu je 2¢ = 120°.
Jak velky je polomér r koule, z niZ tato vysec vznikla?

Redeni:
Obr. 3
V =727 cm®
20 =120°
r=?cm
\Y; :zﬂrzv
3

Je tfeba nejprve urcit v, kterou vyjadfime z pravouhlého trojuhelniku SAB (obr. 3):

. =V
COS@°=——
r
rcosg=r—v
V=r-rcose
v=r(l-cosp)
v =r(l-cos60°)
r
v=—
2

Nyni dosadime za v do vzorce pro objem, za V dosadime hodnotu ze zadani a vypocitame r:

17



© G Kolin JK 2016

v =2y
3
v=2mt
3 2
3
727r=7zr—
3
216 =r?3
r =3/216
r=6¢cm

Polomér koule, z niz vysec vznikla, je 6 cm.
Priklady k procvicovani:
1. Dutd kovova koule ma vnéjsi primér d = 4 dm. Urcete jeji tloustku, ma-li hmotnost
25 kg a hustota kovu je p = 8,45 g/cm3.
[x = 6,07 mm]
2. Objem kulové Gsece je V = 451 cm3. Jeji vy$ka je 3 cm. Uréete povrch Usece.
[S = 361 cm?]
3. Kolik procent zemského povrchu lezi
a. v oblasti mirného pasma (obratnik ¢ = 23°27’, polarni kruh ¢ = 66°33’),

b. v oblasti polarniho pasma?
[a) 51,9%, b) 8,3%)]

. C ey 1. v y o
4. Objem kulové vysece je roven " objemu koule, z niz vysec vznikla. Uréete povrch vysece,
ma-li polomér koule velikost r.
_1_.2
[S = -nr?(2 ++/3)]

5. Urcete obsah kulového pdsu a objem kulové vrstvy, jsou-li dany poloméry podstav p; =
11,2 cm, p; = 3,2 cm a polomér kouler = 13 c¢m. Stfed koule pfitom nelezi uvnitr vrstvy.
[S = 490,1 cm?,V = 1391,9 cm3]

6. Nadoba tvaru polokoule je naplnéna vodou. Pokud ji naklonime o 30°, vytece zni
5,5 litrG vody. Kolik litr( vody v nadobé zlstane?
[2,5 litru]
7. Kouli je opsan rovnostranny valec a rovnostranny kuzel. V jakém poméru jsou povrchy a
objemy téchto téles?
[§1:52:83 = V;:V,: V3 = 4:6:9]
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